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Young Lagrange meets the “metaphysics” of mathematics:
In the context of French infinitesimal controversy
Nobumichi ARIGA
abstract
Joseph-Louis Lagrange, one of the eminent mathematicians in the eighteenth cen-
tury, had given a lecture on calculus as early as in the latter half of the 1750s. One
will find this lecture interesting not only because he introduces the dierential calcu-
lus with special emphasis on the concept of limit, which seemed novel for that time,
but also that Lagrange refers to several textbooks most of which were published
in France. Given these points, the present article attempts to consider Lagrange’s
early thought on the foundation of calculus in the context of French controversy.
In France, after the reception of Leibnizian calculus through l’Hôpital’s textbook
(1696), Fontenelle had constructed a mathematical system based on infinite quan-
tities (1727). In 1740s, however, the supposition of infinitesimals were criticized
by supporters of fluxions, among others Maclaurin (1742, translated in 1749 into
French), and then in 1750s d’Alembert proposed the concept of limit as the “basis
of the true metaphysics of dierential calculus.” Although Lagrange does not men-
tion d’Alembert’s name, perhaps he has been influenced by the latter. It is in this
context of French infinitesimal controversy that one can get a better view of young





















des fonctions analytiques,初版 1797）では否定されることになる見解――を公にし，そ




いま述べた仮説は実際，『高等解析の諸原理』（Principj di Analisi sublime）と題され
た解析学の講義ノートの写しによって裏付けることができる6．この史料はこれまでほ
1 トリノ時代のラグランジュについては Borgato and Pepe 1987に詳しい．
2 1759 年 11 月 24 日付オイラー宛書簡．Euler 1980, p. 430–431: “J’ai aussi composé moi même des
elemens de Mécanique et de Calcul dierentiel et integral à l’usage de mes ecoliers, et je crois avoir
developpé la vraye metaphisique [sic] de leurs principes, autant qu’il est possible.”
3 Fraser 1983, pp. 220, 233.
4 例えば Grabiner 1981, p. 37. ただしそこでは，誤ってこの書簡が 1755年のものと記されている．
5 Lagrange [1760–1761]1877. この著作については第 6節で触れる．なお，『解析関数の理論』での主張
は，関数がテイラー展開できることを前提し，その級数の係数として導関数を直接定義するというも
のである．

















l’Hôpital, 1661–1704）の『無限小解析』（Analyse des infiniment petits, 1696），フォン
トネル（Bernard le Bouyer de Fontenelle, 1657–1757）の『無限幾何学原論』（Elémens
de la Géométrie de l’infini, 1727），マクローリン（Colin Maclaurin, 1698–1746）の『流
率論』（A Treatise of Fluxions, 1742;仏訳 1749）において解析学の基礎がどのように論
じられているかを9，フランスにおける無限小論争の展開を辿りながら見ていくことに
する．そしてそれに続いて，フォントネルやマクローリンを批判して極限の考え方を




7 挙げられている著作を言語別に見ると，フランス語 8（うち 7つがパリでの出版），ラテン語 2,英語
1,イタリア語 1（合計 12）となっている（Borgato and Pepe 1987, p. 33–34）．なお，本稿でも取り上
げるマクローリンの『流率論』に関しては，英語ではなくフランス語訳で読んでいると推測されるた
め（Grabiner 1997, p. 395），ここではフランス語に数え入れた．
8 解析学の基礎をめぐる十八世紀の議論については，Boyer [1949]1959, ch. 6 および Grabiner 1981,
ch. 2に詳しい．ただしこれらの研究では『高等解析の諸原理』への言及はない．
9 これらの著作の言及箇所は Lagrange 1987, p. 154. 同所ではさらにアニェージ（Maria Gaetana Agnesi,







ライプニッツ（Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646–1716）によって創始され，ヤーコ


















xの無限小部分として dx が考えられるのと同じく，dx に対してもその無限小部分
10 この経緯の概観としては，例えば Blay 1992, 1re partieがある．










ddx (= d2x)が考えられ，これは「微分の微分」（diérence de la diérence）あるいは



















これが意味するのは，例えば x + dx という量は x と看做せるということである．換
言すれば，dxは xよりも無限に小さいとして無視される．同様に dx + 2dx2 といった
式であれば，2dx2 が dxよりも無限に小さいため（有限の大きさである係数 2はオー
ダーを変えないことに注意），dx と同一視しなければならない．この要請は例えば，
いわゆる積の微分の公式で必要になる．xy の微分は d(xy) = (x + dx)(y + dy)   xy =





十八世紀における積分の理解に関しては Grabiner 1981, ch. 6が参考になる．
16 第二の要請は，任意の曲線は無限小の長さの辺からなる無限多角形と考えることができるというもの
であり，無限小解析の計算法それ自体よりはその幾何学への適用を保証している．
17 Hôpital 1696, p. 2–3: “On demande qu’on puisse prendre indiéremment l’une pour l’autre deux quan-
tités qui ne dièrent entr’elles que d’une quantité infiniment petite: ou (ce qui est la même chose) qu’une
quantité qui n’est augmentée ou diminuée que d’une autre quantité infiniment moindre qu’elle, puisse


























18 Fontenelle 1704, p. 133 / p. 104. フォントネルの著作からの引用では，初出文献と全集（Fontenelle
1989–）に収録されている版の頁数を “/”で区切って併記する．





























21 Blay 1992, p. 43, 45 に引用されている，パリ科学アカデミー議事録の記述（訳文の［ ］は引用者
による補足）：“Diculté I. Si en geometrie il y a des infiniment grands, infinis les uns des aurtres ;
et des infiniment petits, infiniment les uns des autres.” “Diculté II. Si une grandeur plus ou moins sa
diérentielle, peut estre prise pour egale a cette même grandeur.” “Diculté III. Si les diérentielles sont
des zéros absolus.”
22 ヴァリニョンによる無限小の正当化についての詳細は，Mancosu 1989, § 4；1996, § 6.3.1 および林
2001,第 4節を参照．
23 例えば，Fontenelle 1701；1704；1719. より詳しくはMancosu 1989, § 7；1996, § 6.3.3を参照．
24 Fontenelle 1719, p. 98 / p. 484.
28 『科学哲学科学史研究』第 4号（2010）
いる25．それまでのスポークスマンとしての仕事とは異なり，フォントネルはこの書

















限数と同じく実在する」（un nombre infini existe aussi réellement que les nombres finis）
ことになるだろう（{84）．さらに，自然数列においては一般に，各項の数字は 1から
その項までの項数に等しい．したがって，項が無限にある以上，この数列は「それ自
体無限大である最終項」（dernier terme qui est ce même infini）を持つことになるはず
であり，それが記号1によって書き表される（{85）．
25 Fontenelle 1727, n.p. / p. 13. フォントネルの体系について，より詳しくは Blay 1989を参照．




“Puisque la grandeur est susceptible d’augmentation sans fin, on la peut concevoir ou supposer augmen-
tée une infinité de fois, c’est-à-dire qu’elle sera devenuë infinie. Et en eet, il est impossible que la
grandeur susceptible d’augmentation sans fin soit dans le même cas que si elle n’en étoit pas susceptible
sans fin. Or si elle ne l’étoit pas, elle demeureroit toûjours finie ; donc étant susceptible d’augmentation
sans fin, elle peut ne demeurer pas toûjours finie, ou, ce qui est le même, devenir infinie.” 訳文の［］は
引用者による補足．
有賀「若きラグランジュと数学の「形而上学」」（21–43） 29








こうして無限大量を導入した後，フォントネルはさらに12 (= 11), 13 等によっ
て表象される高次の無限大量についても同様に議論を進めていく．一般に1n+1 は1n










い量」（grandeur plus grande que toute grandeur finie, mais non pas plus grande que toute
grandeur）とされる「幾何学的無限」（Infini Géométrique）を，「あらゆる方向におい




（idées de pure supposition sans réalité）と見なし，ただ問題を解くためだけに用いるの
は「中途半端な考え方」（façon de penser mitigée）なのであった30．フォントネルはこ
うして，ロピタルが暗に前提していた無限小量を議論の最前面に押し出したのである．
28 無限小量についての議論は『無限幾何学原論』の第一部第四節でなされている．
29 Ibid., n.p. / p. 16.







限数列の方法』（La méthode des fluxions et des suites infinies）がパリで出版された31．
翻訳を手がけたのは後に自然史の分野で名声を博したビュフォン（Georges-Louis
Leclerc, comte de Buon, 1707–1788）であるが32，この書の「訳者序文」には，明ら
かにフォントネルへの反論と思われる記述がある．例えば，我々が持つべき真の無












に出た（A treatise of the method of fluxions and infinite series,仏訳はこの英語版からの重訳）．その具
体的内容については高橋 2003, 3.3節を参照．なお，十八世紀のフランスでは “serie”と “suite”とい
う二つの言葉が同じ意味で用いられていたようである（例えば『百科全書』では “SERIE ou SUITE”
という項目が立てられている）．
32 Roger [1989]1992, 59–64頁．ビュフォンは元々数学者志望の青年であった．
33 Buon [1740]1994, p. viii.
34 Ibid., p. x.
35 Roger ([1989]1992, 29頁)によれば，ビュフォンは 1728年頃には既に『無限幾何学原論』を読んで
いた．
36 『流率論』の概略については Sageng 2005を参照．この本の数学史上の位置付けについて，Grabiner
1997も見よ．
37 バークリの批判とそれに続くイギリスでの論争については，例えば Boyer [1949]1959, pp. 224–237

























38 Maclaurin [1742]1749, t. 1, “Avertissement du traducteur,” p. v（訳文中の［］は引用者による）．以下，
『流率論』からの引用はこのフランス語版による．
39 Ibid., “Introduction,” p. xli–xlii: “Il est vrai, en général, que la grandeur est capable d’augmentation sans
fin ; mais on peut ne pas [sic] conclure de là que nous soyons capables de concevoir, ou de supposer
une grandeur réellement infinie*, ou si nous pouvons joindre l’idée de l’infini avec celle d’une quantité
déterminée, & raisonner sur la grandeur actuellement infinie, ce n’est pas certainement avec la clarté qui
est requise en Géométrie.” 引用中，‘*’の箇所にマクローリンは長い注（p. xli–xlv）を付し，フォント
ネルが行っている議論に対して具体的な反論を展開している．
40 Ibid., p. xlvii.



























































43 この点については，例えば高橋 2003, 255–256頁を参照．なお，マクローリンは実際，バロウによる
速度の定義に言及している（{6）．

























47 La Chapelle and d’Alembert [1765]1986: “La théorie des limites est la base de la vraie Métaphysique du
calcul diérentiel.” この一文はダランベールによる．
48 Boyer [1949]1959, pp. 227–232; Guicciardini 1989, § 3.3.
49 十八世紀における極限の概念の歴史については，Cajori 1923 および Grabiner 1981, pp. 80–87 を参
照．これらを含め，ダランベール以前に大陸で極限が無限小解析の基礎として主張されたという事例
は先行研究の中に見当たらない．
50 Alembert [1754]1986, p. 986. 図 1は『百科全書』の図版 “Analyse, fig. 3”を元に作成．
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き，したがって mO=MOは MP=PQにいくらでも近付く（ただし MP=PQ > mO=MO）





まず，ダランベールは放物線 y2 = ax（曲線 AMmの式）に対して，y=x = a(2y+y)
（x, yは有限の増分）であり52，ここで x = y = 0とすることで，幾何学的考察か






次に，y=xの極限が x = y = 0とすることによって見出されるとしても，これ
は決して 0=0を意味するのではないとダランベールは注意している．ダランベールの







51 より明示的な定義は後に項目『極限』において与えられている（La Chapelle and d’Alembert
[1765]1986）．ただしこの箇所はダランベールの執筆ではなく，ラ・シャペル（Jean-Baptiste de
La Chapelle, 1710–1792）による．
52 ダランベールは z=u = a(2y + z)と書いているが，現代的な表記に改めた．
53 Alembert [1754]1986, p. 986: “[...] ce calcul [i.e. calcul dierentiel] ne consiste qu’à déterminer al-
gébriquement la limite d’un rapport de laquelle on a déjà l’expression en lignes, & à égaler ces deux
limites, [...].”［］は引用者による補足．なお，引用箇所は原文では強調されているが訳文では煩瑣な
ため強調していない．





















は例として，xy = a2（定数）ならば ydx+ xdy+dxdy = 0であり（dxdyが無視されてい
ない点に注意），逆も成り立つことを説明する（{{2–5）．ラグランジュによれば，この
例の ydx + xdy + dxdy = 0と xy = a2 はそれぞれ微分方程式（equazione dierenziale）
および積分方程式（equazione integrale）と呼ばれ，微分・積分計算とはこのような互
いに対応する微分・積分方程式を見出すことであるとされる（{{6–7）．これに続いて，
一般に関数（funzione）F(x; y; z)の差分が F(x + dx; y + dy; z + dz)   F(x; y; z)で与えら
56 以下，引用はこの第二部のパラグラフ番号で示す．なお，第一部は「曲線の代数学的理論について」
（Della teoria Algebraica delle Curve）と題されており，いわゆる解析幾何の内容と考えてよい．
57
“Il metodo che abbiamo seguito per istabilire i principj e le regole del calcolo infinitesimale, mi pare il
più facile ed il più diretto per dare una chiara idea della natura di questo calcolo, il quale per non essere






ここまでの計算例からは，関数の差分が一般に Pdx + Qdy + Rdz といった形にな
ること，それゆえ微分方程式が pdx + qdy + rdz = 0 のように書けることがわかる
（{{14–15）．ところでラグランジュによれば，この最後の式は差分 dx, dy, dzのあいだ
の比を定めるものである（{16）．ここで，これらの差分が「全て一緒にゼロに等しく
なるまで連続的に減少させられた」（si facciano diminuire tutte insieme continuamente

















yx + ydx   xy   xdy
y(y + dy) =
ydx   xdy
y(y + dy) = Pdx + Qdy
を提示する．ここで P = y=y(y + dy), Q =  x=y(y + dy)であるが，ラグランジュはこの
二つの式で dy = 0と置くことにより，求める微分の式 (ydx  xdy)=y2 を得るのである．
第二に，ラグランジュもダランベールと同じく，個々の量の微分ではなくその比
だけが問題であることを強調する．「微分計算の理論は消失する差分の比（rapporti





60 挙げられている簡単な例としては，x = a としたときの (a2   x2)=(a   x) の値がある．この場合は，
“0=0 = 2a”となる（{34）．
38 『科学哲学科学史研究』第 4号（2010）





て」（queste due falze supposizioni si coreggeranno vicendevolmente）結果的に正当化
がなされている，という記述がある（{38）．この主張は数年後に，ジェルディル神父















61 Gerdil 1760–1761, p. 17–18. この注釈部分のみ，ラグランジュの著作集に収録されている（Lagrange
[1760–1761]1877）．
62 これはロピタル『無限小解析』の「要請 2」（注 16）である．
63 グラビナーによれば，これはバークリの見解を踏まえたものであるが，ラグランジュがバークリを読
んでいたという直接的な証拠はない（Grabiner 1981, pp. 34, 38,特に n. 65, 68）．
64 Gerdil 1760–1761, p. 18 / Lagrange [1760–1761]1877, p. 598: “C’est en quoi consiste, ce me semble, la
Métaphysique de calcul des infiniment petits, tel que l’a donné M. Leibnitz. La méthode de M. Newton
est au contraire tout à fait rigoreuse soit dans les suppositions, soit dans les procédés du calcul.”
65 『高等解析の諸原理』は 1756年から 59年の間に書かれたと考えられるが（Borgato and Pepe 1987,
p. 28），項目『微分』を含む『百科全書』の第 4巻は 1754年に出版されていた．なお，先に触れた




























curvarum,” 1704）とラ・シャペルの『幾何学教程』（Institutions de géométrie, 1746）が考えられるが
（Cajori 1923, p. 224），これらをラグランジュが読んでいたかどうかは不明である．
68 極限の到達可能性は十八世紀においてしばしば問題となっている．注 48, 49の文献を参照．
69 これと関連して，1754年から 84年にかけて大陸で出された解析学に関する 28の著作のうち，大ま
かに言って無限小量に基づくものが 15,極限を用いているのが 6（いずれも 1760年以降），流率によ
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